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AVERTISSEMENT. 


En 1842, feu mon ami Eugène Gounelle vint me proposer d'étudier 
en commun un nouveau Calcul infinitésimal dont il m’apportait l’idée 
première. En nous laissant guider par l’analogie, il nous fut facile 
de développer cette idée. Malgré mes instances, Gounelle ne voulut 
pas publier le résultat de nos recherches. 

En 1864, la mort est venue malheureusement me donner ma liberté 
d'action. Faisant appel à mes souvenirs, je recommencçai alors le tra- 
vail de 1842, en essayant de généraliser et de montrer comment on 
pourrait appliquer les nouveaux calculs à la Physique. Je présentai, à 
la même époque, ce Mémoire à l’Académie des Sciences. Aujourd’hui, 


je me décide à le publier, heureux de rendre encore ee nouvel hom- 


mage à la mémoire de mon ami. 
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DÉFINITION 


DU 


CALCUL QUOTIENTIEL 


D'EUGÈNE GOUNELLE. 


1. 11 est naturel de considérer que les variations de la grandeur se 
produisent par différence : c'est ce qui résulte du sens que, dans le 
langage ordinaire, nous attachons aux mots croître, augmenter, ete., et 
dans le langage scientifique lui-même, à la notion de conunuité. La 
suite des nombres, due évidemment à cette manière d'envisager la 
grandeur, n’est autre chose qu’une progression arithmétique commen- 
çant à zéro et s’élevant jusqu’à l'infini par l'addition successive d’une 
quantité génératrice constante ou raison qui est l'unité. 

Outre cette manière de considérer les variations de la grandeur, on 
peut en concevoir une infinité d’autres, qui seront également la base 
d’une suite de conceptions mathématiques s'étendant depuis la numé- 
ration jusqu'aux notions les plus élevées du Calcul infinitésimal. Après 
la variation par différence, c’est la variation par quotient qui se pré- 
sente le plus naturellement à l'esprit. Nous allons d’abord nous en 
occuper sans entrer dans tous les développements que le sujet com- 
porte, l’analogie permettant au lecteur de compléter les démonstrations 
et de déduire les conséquences les plus immédiates. 


2. Dans la numération par différence, chaque nombre est égal au 
précédent augmenté d'une quantité génératrice constante qui est en 
même temps le premier nombre et que l’on a appelée unité. Dans la 
numération par quotient, chaque nombre sera égal au précédent mul- 
tiplié par une quantité génératrice constante qui sera également le 


(8) 
premier nombre et que nous appellerons base. Les valeurs véritables de 
la suite des nombres dans la numération quotientielle ne sont évidem- 
ment que la suite des termes d’une progression géométrique, qui, dans 
le système ordinaire, s'écrit ainsi : 


RSR EE Oh NE 


bien que, dans la numération quotientielle, il suflise de la représenter 


par les nombres 
T, 2, 3, 4 >, 


Ces seconds nombres ne sont autre chose que les logarithmes des 
termes correspondants de la série précédente, et prennent évidemment 
des significations différentes suivant la valeur du nombre a, base du 
système de logarithmes adopté. 

Les logarithmes peuvent donc étre considérés comme représentant dans 
la numération par quotient l'expression méme des nombres auxquels ils 
correspondent dans la numération usuelle. 


3. En adoptant également le système de numération décimale, on 
considérera les dizaines comme partant d’une base nouvelle dont la 
valeur dans la numération ordinaire sera représentée par a'°. De même 
les centaines, les mille, ... partiront de bases égales à a'°°, q!900,. 
Un nombre quotientiel de plusieurs chiffres est done le produit d’un 
nombre correspondant de termes ayant des bases croissant d’après une 
loi analogue à celle qui a présidé à la formation des diverses unités du 
système usuel. 


4. La notion des nombres fractionnaires s'étendra, on le comprend 
sans peine, au système par quotient, et, outre les fractions ordinaires, 
nous aurons également les fractions décimales. Un nombre fraction- 
naire décimal sera le produit d’une suite de termes ayant des bases 
diminuant d’après une loi analogue à celle qui a servi à la formation 
des diverses unités d'ordre inférieur dans le système usuel, c’est-à-dire 
des dixièmes, des centièmes, des millièmes, .... En déterminant par 
approximation la valeur d’une quantité, chaque décimale de plus dans 
le système usuel est une quantité de plus en plus petite qu’il faut 
ajouter à la valeur précédemment déterminée : dans la numération par 


(9) 


quotient, chaque décimale de plus est un facteur s’approchant de plus 
en plus de l’unité par laquelle il faut multiplier la valeur précédemment 
déterminée. Il est d’ailleurs évident qu’on peut déduire immédiatement 
de la notion des exponentielles cette manière d’envisager les loga- 
rithmes et le sens qu'il faut attacher à leur valeur approximative, sans 
s'appuyer sur ces considérations de numérations de diverses sortes. 


5. L'approximation quotientielle dépend done non-seulement du 
nombre de décimales obtenu, mais encore de la valeur effective du 
nombre lui-même. On sait en effet que, dans les calculs logarithmi- 
ques, pour obtenir la même approximation numérale ordinaire, il faut 
d'autant moins de décimales que la caractéristique est moins élevée. 
Dans la pratique de la vie, l’approximation quotientielle est quelquefois 
suffisante. Ainsi, en comparant les chiffres de la population de divers 
grands États, nous n'avons que faire de les connaître à une unité près. 
Il n’en serait pas de même s’il s'agissait de petits villages. 


6. Passons maintenant aux analogies que présenteront les opérations 
dans les deux systèmes. 

L’addition du système usuel devient évidemment la multiplication 
dans le système quotientiel : cela n’a pas besoin de développement; 
mais on peut se demander à quoi correspondra la multiplication. 


7. Soient les nombres quotientiels #2 et n (a et a’ dans le système 
usuel) : 1! faut trouver un nombre qui se compose avec a” comme a" est 
composé avec a, c’est-à-dire qu’il faut élever a” à la puissance ». Le 
résultat sera a”* et s’écrira mn dans le système quotientiel. C’est donc 
une multiplication qu’il faut faire, comme si les nombres étaient écrits 
dans le système usuel. 


Posons 
, ANA IMG at A: 


d’où, dans le système logarithmique à base a, 
m—logh et n—logék. 


Le résultat 4°” pourra s’écrire à volonté Al°* ou Æl°7, 
Ainsi, lorsque, dans le système quotientiel, il y a à faire entre deux 
quantités l'opération analogue à la multiplication, le résultat s'obtient 


2 


(10) 
dans le système usuel en élevant une quelconque des deux quantités à 
une puissance représentée par le logarithme de l’autre. 
L’addition étant la première opération, la multiplication la deuxième, 
nous appellerons h!°%#* la troisième opération. 
De même que la soustraction est l'opération inverse de l'addition, la 


division l'opération inverse de la multiplication, il y aura une opéra- 
1 


tion inverse de la troisième opération : ce sera 2", et il est évident 
que, pas plus que dans la soustraction et la division, on ne pourra 
intervertir l’ordre des termes comme dans l’opération directe. 


” 


8. Si nous rentrons dans le svstème quotientiel, les expressions 
seront, pour la troisième opération directe »#», et pour l'opération 


: mi 
INVErse —: 
n 


En restant toujours dans ce système, il est évident que l’on peut dé- 
duire la plupart des théorèmes et des développements de l’Algèbre et 
de l’Analyse déjà établis dans le système usuel; mais il faut bien faire 
attention à l'interprétation qu’il convient de leur donner. Notons seu- 
lement que — + du système usuel correspond à o du nouveau système, 


où 1, 1 à la base a, le signe + à X, le signe — à :, le signe >< à « puis- 


sance logarithmique de », le signe : à « puissance -————— », etc. 
© I | a I logarithme de ? 

, . (e] . , . . 
Notons également que le signe = de l'indétermination correspond 


1 


à 1%°, Il faut aussi ne pas perdre de vue que, les nombres ayant des 
valeurs différentes selon la base’ adoptée, les opérations donneront des 
résultats différant avec cette base. Déjà on aurait pu faire une re- 
marque analogue à l'égard du système usuel dans lequel les nombres 
représentent des valeurs absolues différentes selon l’unité adoptée. 


9. Laissons au lecteur Le soin d’entrer, sur les nouvelles opérations 
et théories algébriques, dans tous les développements que l’analogie 
peut suggérer. Abordons l'exposition du nouveau Calcul infinitésimal. 
C’est sur la notion de continuité par quotience que ce caleul reposera. 


! 


y" étant une valeur voisine de y, nous désignerons le rapport F PAU 


LA 


cette expression, analogue à dy, devient égale à 1 lorsque y’ devient 


AA 


(us) : 
égal à y : nous l’appellerons quotientielle du premier ordre de y, de 
même que gæ sera la quotientielle de la variable indépendante. | 

Si nous avons la fonction y —f(x) et que, sur la quotientielle de y, 
nous fassions avec la quotientielle de x l’inverse de la troisième opé- 
ration, nous aurons l'expression 


log — 1 


y’ Æ Le 
(ee | où qr'* qe à 


ui, lorsque x’ devient égal à æ, affecte la forme de l’indétermina- 
S 


1 


tion 1°*'. C'est, on le voit, l’analogue de la dérivée différentielle ; nous 
l'appellerons dérivée quotientielle ou simplement quotientiée, de même 
que la dérivée différentielle pourrait s’appeler simplement différente, 
le mot dérivée devant prendre un sens plus général que celui qu'il a eu 
Jusqu'ici. 


10. On peut, par la considération des limites, déterminer directement 
la valeur de la quotientiée d’un grand nombre de fonctions. Les déduc- 
tions sont tout à fait analogues à celle qu’on emploie pour la différen- 
tation. Les développements seraient même identiques, bien que Îles 
fonctions à dériver eussent des significations différentes, si l’on conve- 
nait qu’elles sont exprimées en nombres quotientiels. 


11. Les nombres quotientiels sont, comme nous l’avons vu, l’expres- 
sion logarithmique des nombres auxquels ils correspondent dans la 
numération ordinaire. Le dy écrit dans la numération quotientielle est 
donc l'expression logarithmique de la différentielle d’un logarithme ; le 

a 
nombre qui lui correspond dans la numération usuelle est e si l'on 
x / 2 . Q dy ” ° / . 
adopte le système népérien; l'expression += écrite en numération quo- 
tientielle népérienne est par conséquent l'expression logarithmique de 


dy 
dx x dy 


dans la numération ordinaire. 


(12) 

12. La notion de continuité est évidemment inséparable de la rapi- 
dité avec laquelle la grandeur varie. Or, quand on veut exprimer la 
quotientiée en fonction de la différenciée, on se trouve en présence de 
deux ordres de continuité, la continuité par quotience et la continuité 
par différence. À une rapidité de variation pour l’une peut corres- 
pondre une rapidité quelconque de variation pour l’autre. 

D’après cela, nous voyons que si, dans le mode de continuité diffé- 


rentielle, nous avons 
rer 


nous aurons pour un mode quelconque de continuité quotientielle 
Y'=Y+ dy; 
d'où, en employant les notations proposées, 


vV+ Lav ER PRET 


Y Fe 


p. dy 
Si, dans le développement de e” , nous négligeons les puissances 


supérieures de dy, gy se mettra sous la forme 


— AE dy 
gy—=a? ; d'où log gr — “+. 
3 
De même nous aurons 
dx 
= dx 
gr=a";». logqgx = —: 
Il en résulte, comme précédemment, pour la valeur de la quotien- 
tiée Q, 
1 x dy w 


(1) Orpea ee 


D représentant la différentiée; d’où 


D 


log Q — 


loggx y dx Ty 


c'est-à-dire que, quelle que soit la base du système quotientiel, le 
logarithme de la quotientiée pris dans le système logarithmique corres- 
pondant est égal à la dérivée multipliée par le rapport de la variable 
indépendante à la fonction. 


an 


(13) 
13. En dehors de toute considération de continuité par quotience, 


cette valeur du logarithme de la quotientiée pourrait s’obtenir par un 
simple changement de variable. Il suffirait d'écrire 


MIS el, r = l08x", 


d’où 
(LE RÉ à 5 


! 


dé y dx 
c’est, à part la considération des nombres quotientiels, ce que nous 
avions obtenu au n° 11. 

Mais cela ne nous paraît pas une raison pour faire rejeter le nouveau 
calcul; car 1 n’est pas indifférent de raisonner sur les quantités elles- 
mêmes ou sur leurs logartithmes. 


14. Nous donnons ci-après les expressions des quotientiées de plu- 
sieurs fonctions. On peut les obtenir directement ou appliquer la 
relation (1) : 

‘is HN, 0e, jee" 
2° Je,  1Q—=zx, Q—=e; 

La fonction e* jouit donc de cette propriété qu’elle est à elle-même 
sa dérivée quotientielle et sa dérivée différentielle. 


1 A 


sis re lY, 1Q 


= lei Q— etx; 
4 y=sinx, ISA Cor: 
Bo LE sin({x), LU cottlier 
6° = l IQ= = 
: r=tang(/r}, CE tr t 


15. Sans développer les analogies que le calcul quotientiel présente 
avec le Calcul différentiel, nous allons nous borner à énoncer quelques 
résultats : | 

1° Le logarithme de la quotientiée d’une fonction de fonction est 
égal au produit des logarithmes des quotientiées des fonctions inter- 
médiaires rapportées chacune à sa variable immédiate. 


(14) 
La quotientiée d’une somme algébrique ne peut s'exprimer sim- 
plement en fonction des quotientiées de chaque partie. 
3° La quotientiée d’un produit est égale au produit des quotientiées 
de chaque facteur. Lorsqu'un des facteurs est une constante, sa quotien- 
tiée est l’unité. 
4° Soit la fonction y = w";ona 


»9 


lgy = lvlqu + lulqve. 


5° Nous définirons la quotientielle d’une fonction de plusieurs varia- 
bles indépendantes de la manière suivante : 


Pape 1 sax T + ty +. 
Il est inutile de nue ces analogies. 


16. Donnons à l'égard des quotientiations successives les notations 
qu'il conviendra d'employer. 
Posons 


1 1 L 


HE TOUR Mb 


d’où g 
q) — y, qy' = MINE qy” _— J Mlqz. 


Prenons la quotientielle de gy dans l'expression gy = y“‘#*; en re- 
marquant que /gx peut être considéré comme constant, nous aurons 


g (ar) = gr" 
or gy' est égal à y’; donc 


gia)=gr=r"s"; 


done enfin 


1 
12 


EUR EP IE OU 


on aura de même 
1 
M— y, 


Dans ces expressions, gy, g°7,q°y.. . sont les symboles des quotien- 


(110) 


\ 
tielles successives de y, et /gx, lgx?, lgx*,.… les puissances successives 
de gx. 


17. Puisque e* a pour quotientielle la même fonction e”, il s'ensuit 
que les quotientiées successives auront indéfiniment la même forme. 


18. Les quotientiées successives de y = /x sont 


| QU ES PÉRNE DA FREE PAS rer LE 
1x ; AFa à (a) 3 Lie je 


19. Déterminons les quotientiées successives de y = e/. 

On reconnait immédiatement QUELS UE Von. désrgrent 
les dérivées différentielles successives de f(  ), les quotientiées suc- 
cessives auront pour valeurs 


dé elite) , Ne = ed" (ts), # —= cpu AC 


20. Lorsque dans la fonction f(x) on change æ en æ + h, la fonc- 
üon devient f(x + À) et se développe suivant les puissances ascen- 
dantes de ; nous devons donc nôus attendre, en nous laissant guider 
par l’analogie, à trouver pour la fonction f(xh), dont la valeur s’ob- 
tient en changeant + en xh, un développement analogue non plus en 
termes additifs, mais en facteurs. Voici ce développement, dont nous 
croyons inutile de donner la démonstration directe : 


th ll? ds 


f(xh) — ie ANR AAEAUSS érirre er 


Il est d’ailleurs évident que cette série n’est qu’une conséquence de 


celle de Taylor. 
Soit, en effet, la fonction y = f(x). 
Déterminons la fonction » (x) de manière que la relation ef = fix 
soit satisfaite. 
D'après la série de Taylor, nous avons 
ll Ur 
=D) 


o({x+lh)=o{lx)+—o{lx) rene (RSR E, 


9 \ 
d'où 
ettlih) — poils) p9/(l2)1 pg/(lzh2 


(16) 
. C7 RE “A € Lx 
Or nous savons(n° 19) que les quotientiées successives de /(x) = e*7 
sont égales à e7(%), 7°), ,. ; donc 
th Le 


flash) =f(e) fie) fie). 


21. Si dans le développement de /{xh) on fait æ égal à 1, on obtient 
une série analogue à celle de Maclaurin. 


ROIS A0) 


Du développement de la fonction f(æh) en facteurs, on peut dé- 
duire des théorèmes analogues à ceux du Calcul différentiel pour la dé- 
termination des maxima et des minima qui ont lieu quand la quo- 
tientiée du premier ordre est égale à l’unité. Si la quotientiée du second 
ordre est plus petite que l’unité, il y a maximum; minimum si elle est 
plus grande. 

La série en facteurs étant une conséquence de la série de Taylor, on 
voit d’ailleurs que tous les développements que l’on peut obtenir par 
l’une d’elles s’obtiendraient plus ou moins facilement au moyen de 
l’autre. 


= 


23. Il existe évidemment un Calcul intégral quotientiel analogue au 
Calcul intégral différentiel. Nous nous bornerons à le définir et à établir 
quelques théorèmes immédiats. 

Nous choisirons la lettre P pour représenter le produit d’une suite 
infinie de facteurs infiniment proches de l’unité. La notation de l’inté- 
grale quotientielle sera donc 


Pile} = f(x 
24. Reprenons la relation qui lie la . à la differentiée. 


_ =; 7 ou /Q =; D. 
Il résulte de cette relation que, lorsqu'on connaît la quotientiée et la 
différentiée d’une même fonction, on peut en déduire la valeur de la 
fonction elle-même. De même, quand on sait intégrer par produit ou par 
somme une fonction, on peut déduire la valeur de la différentiée ou de 
la quotientiée correspondante. Le problème de passer de la différentiée 


+ 


A 


(17) 
à la quotientiée est donc du même ordre de difficulté que celui de l’in- 
tégration. 


25. On sait que le logarithme de la quotientiée de y = ef!” est égal 
à f'(lx). Il suit de là que, chaque fois qu’on sait sommer & (z)dz ou 
2 (e)dy, on peut trouver l'intégrale quotientielle dont le logarithme 
de la quotientiée est égal à ®(/z) ou w (y). 


26. De même, la différentiée de y — /f(e*) étant égale à /f,(e*), 
chaque fois qu’on sait trouver l'intégrale quotientielle dont le loga- 
rithme de la quotientiée est o(z) ou © (y), on peut sommer o(e*)dz 


ou ? (y)dy.- 


27. Si l’on croyait utile de choisir, pour désigner l'intégrale quo- 
tientielle, une dénomination analogue à celle de somme, on pourrait 
adopter le mot produit, et le verbe produire serait analogue au verbe 
somnmer. 


28. Reprenons, telle que nous l’avons établie au commencement de 
ce Mémoire, la suite des opérations à faire sur deux nombres a et b. 


1° F a +0; 
2° abs 
39 GPU CN ÉÉEEE 


Nous voyons que, si nous prenons le logarithme du résultat de chaque 
opération, nous obtenons le résultat de l’opération précédente, dans 
laquelle les nombres sont remplacés par leurs logarithmes. Si donc 
nous voulons prolonger la série des opérations, la quatrième opération 
sera 


ele” Jptla 


qucer”, 


ou enfin 
etta.llt 
€ b 
dont le logarithme est e/*‘%, 

29. Nous pouvons d’ailleurs déterminer cette quatrième opération 
en considérant que la grandeur, au lieu de varier par différence ou 
par quotience, varie d’après la troisième opération. Deux nombres con- 

3 
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sécutifs seront tels que, pour obtenir le second, il faudra élever le pre- 
mier à la puissance logarithmique d’une quantité constante. Pour dé- 
terminer le point de départ de cette troisième numération, il faudra 
faire sur un même nombre l'inverse de la troisième opération, c’est-à— 
A La « ° J 

dire élever a à la puissance —_—. 

log a 

Si Æ désigne la base logarithmique, nous aurons 


J 
as — k. 
2 


Donc le zéro de la numération ordinaire qui a l’unité pour correspôn- 
dant dans la numération quotentielle aura pour correspondant, dans 
la troisième numération, la base du système de logarithmes adopté. 
La suite des nombres, dans cette numération, sera représentée par les 
expressions suivantes écrites dans la numération ordinaire : 


Fr, Jaee, Jose, Jess, 
dont les logarithmes seront 
1,2 1084, (1080 TIGER GERS 
et les logarithmes des logarithmes, 
o, logloga, 2logloga, 3logloga, 


On pourrait laisser à a une valeur quelconque, ce qui reviendrait à 
considérer, pour la troisième numération, une vitesse de continuité 
différente de celle de la deuxième; mais, pour simplifier, nous pren- 
drons loga = #, et même nous ferons # égal à e. Les trois séries précé- 
dentes deviendront alors 


ll 2 e] 
CR NICE CN NÉE, : 
51 v2 3 
1, € , € , LÉ , , 
0, 1, 2, 3. 


En raisonnant sur les nombres de la troisième série, considérés 
comme écrits dans le troisième système de numération, nous déduirons 
des analogies, comme nous l’avons fait pour lanumération quotientielle. 
On voit ainsi que l’addition de deux nombres = et n revient, lorsqu'on 
les transporte dans la numération ordinaire, à l'élévation de l’un à la 
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puissance logarithmique de l’autre; la multiplication mn sera la qua- 
trième opération et correspond à 


nn 


x ou à° er, 

30. On peut déduire encore une Algèbre et un Calcul infinitésimal. 
Contentons-nous de définir la dérivée dans ce nouveau calcul et de 
donner son expression en fonction de la quotientiée et de la dérivée. 
Soit y’ une valeur voisine de y. Pour avoir la valeur de l'expression 
infinitésimale analogue à gy et à dy, expression que nous désignerons 
par ry, il faut faire sur y avec y l’inverse de la troisième opération. 
Nous aurons donc 


en adoptant pour simplifier la base e. 


Dè même on a 
lx! 
Ré ere 


isons mal al ry avec rx l'inverse de la quatrième opéra- 
Faisons maintenant sur ave | 


tion; nous obtenons 
llry 
ellrz 


e 
mais 
Ury=lUy —Uy  e Urzx=tUlx — Ur; 


done 
Uy'=ur. 
lx!'— ax 
nacre ; 


expression qui, à la limite, prend la forme 


[2] 
0 


€ à 
Le logarithme de son logarithme est 


Uy!— 1 


15 T Üx =Ux 


expression qu'il est plus commode de considérer quand on veut, dans 
chaque cas particulier, déterminer la vraie valeur de R à la limite. 
à. 


(20 ) 


31. De y = ygy, nous tirons, en prenant les logarithmes, 


ly [gr 
DA ERTÉS 2 OR. 
LY= TT ÉAlgYr, fm = 1 + Pi 
d’où 
Nes IAE Ge 
EG AT ARR € , 


en négligeant les puissances supérieures de Zgy. 
Prenons encore le logarithme, il vient 


Ury — re 
5 Ly 
de même on a 
Urx — les 
{x 


donc 


FL RL ORE PAUTOEUE 
\1} DE Pr mar Et nn à 

Si nous remplaçons /Q par sa valeur en fonction de la différentiée D, 
nous aurons 
(2) RSR 

TAN 

Au moyen des relations (1) et (2), on peut trouver les dérivées troi- 

sièmes des fonctions que l’on sait déjà quotientier ou différentier. 


32. Cherchons la troisième dérivée de e* au moyen de la relation (2), 
nous aurons 
lx 


UR=T el, OUVRE TIR Er 


Ainsi la fonction e* jouit de cette propriété, que ses dérivées sont 
égales à la fonction elle-même, et cela est encore vrai pour les autres 
calculs infinitésimaux que l’on pourrait établir sur la suite des opéra- 
tions a + b, ab, a°, .., indéfiniment prolongées (). 


(') On peut également concevoir une suite indéfinie d'opérations précédant l'addition. 
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33. Quel que soit le mode naturel de variation d’une grandeur et le 
système de numération qui lui convienne naturellement, nous pouvons 
néanmoins la représenter dans un système de numération quelconque 
et lui appliquer le mode de variation que l’on voudra. 

Supposons une fonction écrite dans la.numération ordinaire, et fai- 
sons-la varier suivant le mode de continuité quotientielle; mais appli- 
quons ce mode de variation à la fonction seule, tandis que la variable 


variera par différence. Nous voyons que, dans ce cas, l’expression 
a e : 
gy* ou e“% prend la forme e° à mesure que la variable prend une va- 


leur de plus en plus approchée de x. Cest cette expression qui, à la 
limite, peut être appelée dérivée quotientielle mixte de y. De cette défi- 
nition, on tirera tout un calcul direct et un calcul inverse ou intégral. 
Dans ce nouveau calcul, on pourra déterminer directement les dé- 
rivées mixtes d’un grand nombre de fonctions ; mais on peut aussi les 
déduire de la relation 
19, = LU 
dx V x 
dans laquelle Q,, désigne la quotientiée mixte. 
Exemples de quotientiées mixtes de plusieurs fonctions : 


1° QE a DOUX: 


en d’autres termes, la quotientiée mixte d’une exponentielle est con- 
stante. 


7 x 
20 Ve e“, lOi='e", Oirer., a CMS Nues 
3° az, 10m 1Q=—-s 1Q=+ Es +. 
J — AX, MT Er TUE — T4 md nt at 2 
e 
I 
“ NS EEE TES) 


34. Prenons les quotientiées mixtes successives de y = e/*, nous 
aurons 


1Qu—f'x), 1x) 1x) 


expressions dans lesquelles /’(x), f’(æx),... représentent les difié- 
rentiées successives de (x). 
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35. Dans ce calcul mixte, il y aura également un développement 


analogue à la série de Taylor. On peut obtenir ce développement soit 
directement, soit en s’appuyant sur les relations du n° 34, 


A? 


h [ 
f{æ LE h) f(x) fs (x)? 1 DATES 
' 


" ’ . . y 
Dans cette formule /°,,(x), f,.(x) représentent les quotientiées 
mixtes successives de / (x). 


36. Nous aurons également un Calcul intégral mixte inverse du Cal- 
cul quotientiel mixte. Les équations 


établissent les relations qui existent entre l’intégrale et les diverses 
dérivées. 


37. Le logarithme de la quotientiée mixte de y — e/" étant égal à la 
différentiée de f(x), il en résulte que, chaque fois qu’on sait somer 
p(æ), on peut trouver l'intégrale mixte quotientielle dont le logarithme 
de la quotientiée est o (x). 


38. De même, la différentiée de y = /f(x) étant égale au logarithme 
de la quotientiée mixte de /(x), on en conclut que, chaque fois qu’on 
sait trouver l'intégrale mixte dont le logarithme de la quotientiée 
mixte est o(x), on peut sommer w(x). 


39. De même qu'il y a un Calcul quotientiel mixte, il y a un Calcul 
différentiel mixte; ce calcul, dont la définition terminera l'exposé de 
ces analogies, s’emploieraorsque, la fonction variant suivant le mode 
différentiel, la variable variera suivant le mode quotientiel. | 


40. La dérivée D,, sera la limite du rapport ss, 
qx 


Nous aurons immédiatement les relations suivantes : 


D,—xD, D,—-/Q, N,=zxrlQ,. 


L 
7 


(625 >) 
41. Dans ce nouveau calcul, la dérivée mixte de /x est constante, 
celle de x” est mx”... Les dérivées successives sont donc 


THERE TER ET LT" 
42. Les différentiées mixtes successives de y = /(/x) sont 


fx), f(x) 


43. Cette remarque donne le moyen de trouver la série analogue à 


celle de Taylor 


| te LA th! BA 
NÉE RARE et MAC ent MESSE 


4%, 11 sera inutile d'indiquer les premières analogies du Caleul inté- 
gral mixte et du Calcul intégral ordinaire. 

Disons seulement que, chaque fois qu’on sait sommer (x) ous(e*), 
on saura trouver l'intégrale mixte de o(/x) ou de o (x). 

De même, chaque fois qu’on saura trouver l'intégrale mixte de »(2), 


on saura sommer (e°). 


45. On pourrait établir de nouveaux calculs d’après des modes de 
continuité tout à fait différents de ceux qui ont été exposés. Considé- 
rons, par exemple, un système de numération dans lequel la suite des 
nombres 1, 2, 3,... correspondrait effectivement à celle des arcs dont 
les tangentes seraient dans le système ordinaire 1, 2, 3,.... Cette nou- 
velle numération donnerait également lieu à une Algèbre spéciale, à 
un Calcul infinitésimal et même à des Calculs mixtes. Quel que soit le 
mode de continuité que l’on choiïsisse, il en résultera donc un calcul 
spécial; mais il est évident qu'il n’y aurait lieu d'adopter un calcul 
qu'autant qu’on pourrait espérer en tirer des conséquences pour le 
développement scientifique en général, et non pour une vaine satis- 
faction de curiosité. 


46. On sait que ce sont les études géométriques qui ont donné nais- 
sance à l’Analyse infinitésimale et qui ont ensuite contribué à assurer 
ses progrès. Les différentielles ont, en effet, en Géométrie une significa- 
tion naturelle, et, bien que l’on puisse concevoir un cours d'Analyse 
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sans applicalions géométriques, on sent l’aide que l’esprit trouve dans 
les combinaisons de notions moins abstraites que celles de la grandeur 
en général. 

Dans l’étude rapide que nous avons faite du Calcul quotientiel, nous 
n'avons été guidés que par l’analogie; mais ce qui serait d’un secours 
peut-être plus efficace, et, dans tous les cas, d’un véritable intérêt, ce 
serait une représentation concrète des éléments infinitésimaux que l’on 
considère dans les nouveaux calculs. Il semble qu’on ne doit espérer 
la trouver que dans l'étude des phénomènes dont le mode naturel de 
variation à du rapport avec le mode de continuité des nouveaux caleuls. 

D'un côté, nous voyons que l'étendue, le mouvement, le temps s’ac- 
cordent mieux avec l’ancien mode de variation par différence qu'avec 
tout autre. Leurs valeurs sont comptées à partir d’un point arbitraire 
qui est le zéro ; elles marchent dans un sens vers l'infini positif; dans 
l'autre, vers l'infini négatif. 

Il'est, au contraire, des phénomènes dont la notion s’allie moins bien 
avec ce mode de variation par différence. La pression d'un gaz, par 
exemple, se conçoit comme variant, non point à partir de zéro, mais à 
partir d’un certain état qui peut être choisi arbitrairement pour repré- 
senter l’unité de pression; il est naturel de rapporter ces variations à 
la pression déjà existante. La continuité quotientielle se présente done 
comme répondant mieux à l’expression de ses diverses valeurs. 

En effet, une pression négative n’a pas de sens pas plus qu’un 
nombre quotientiel négatif, tandis qu’une pression nulle est, comme 
l'infini négatif des phénomènes variant par différence, un état auquel 
un gaz n'arrive jamais tout en pouvant s’en approcher de plus en plus: 
cet état se trouvera naturellement représenté par le zéro de la numé- 
ration quotientielle. 

Il en est de même du calorique, de l’élasticité et des phénomènes 
physiques en général. 


47. Les nouveaux calculs viendront-ils faciliter l’étude mathéma- 
üique de la Physique, du moins de quelques-unes de ses branches ? 
Quelques inductions semblent le faire espérer. 

On sait la part que l’observation et les habitudes de la vie ont eues sur 
la constitution de la science de la grandeur. C’est parce que la notion 
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de nombre a été tirée de l'observation journalière faite sur les objets 
qui nous entourent et sur nous-mêmes que nous avons adopté la numé- 
ration ordinaire. Si, en effet, un être intelligent pouvait exister au 
milieu de phénomènes variant seulement par rapport, c’est le système 
de numération quotientiel qui serait pour lui le système naturel; mais 
une pareille hypothèse est tellement loin de la réalité que son énoncé 
seul choque les habitudes de notre esprit. Quoi qu’il en soit, ayant 
d’abord adopté la numération ordinaire pour les phénomènes variant 
par différence, nous l’avons appliquée à tous les autres phénomènes, 
quels que soient leurs modes naturels de variation. C’est ainsi que 
nous-mêmes, dans l’exposé des nouveaux calculs, nous avons écrit les 
grandeurs dans le système ordinaire. 

Jusqu’à présent, le seul mode de continuité qui ait été appliqué aux 
divers phénomènes a été le mode différentiel ; mais il est évident qu'il 
serait plus simple de choisir le mode de continuité naturel au phéno- 
mène que l’on étudie. 

Par exemple, il est certain que l'application du Calcul quotientiel à 
la Géométrie serait d’une difficulté insurmontable. Par suite de la liaison 
qui existe entre le Calcul quotientiel et le Calcul différentiel, les résul- 
tats analytiques obtenus directement au moyen d’un calcul peuvent, il 
est vrai, par des transformations, passer dans l’autre calcul. Ceux dont 
on a besoin en Géométrie pourraient, pour la plupart sinon tous, s’éta- 
blir directement au moyen du Calcul quotientiel, comme ils l’ont été au 
moyen du Calcul différentiel. La dérivation différentielle, qui résout le 
problème des tangentes, peut se déduire de la dérivation quotientielle 
obtenue d’abord... La difficulté de l'application du Calcul quotientiel 
à la Géométrie ne serait donc pas une difficulté analytique. Elle pro- 
vient de ce que l’élément infinitésimal /gx ou = n'a pas de représen- 
tation simple en Géométrie. 

Dans l'application que l’on fait de l’Analyse infinitésimale différen- 
tielle à quelques questions de Physique ne se présente-t-il pas des diffi- 
cultés analogues ? Lorsque le phénomène varie naturellement par quo- 
tience, convient-il de considérer pour la mise en équation du problème 


un élément différentiel? Il est donc permis de supposer que les nou- 
veaux calculs viendront résoudre la difficulté. 


f 
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48. Prenons pour exemple la loi de Mariotte. 

Considérons que la continuité naturelle au volume et à la pression 
d’un gaz soit la continuité quotientielle; car, de même que pour la 
pression, la limite inférieure asymptotique du volume d’un gaz est zéro 
et non l'infini négatif; en outre, il est naturel de rapporter les volumes 
comme les pressions à un état choisi arbitrairement, qui est l'unité, et 
non à un point zéro. 

Le volume et la pression d’un gaz auront donc pour éléments infini- 


Ke l HAT ES 
tésimaux naturels /gy et {gx ou . et ee c’est-à-dire les rapports de 


l’accroissement de chaque variable à la valeur de cette variable. La loi 
de Mariotte revient à dire que ces éléments sont égaux, mais de signes 
contraires, ou que la somme des valeurs de y et de x dans la numéra- 
tion quotientielle est constante. On voit par là comment la loi déjà si 
simple de Mariotte prend une expression plus simple encore. | 

Supposons qu’on soit arrivé par l'expérience ou par la théorie à 
poser, tout d’abord, l’équation infinitésimale 


Asa 


L'intégration aurait donné immédiatement xy = A. 
Si l’on compare l'équation quotientielle à l'équation différentielle, la 


ARS : : : av 
simplification est encore plus grande, puisque, au lieu de == = —5, 
tx 
On 4 
dy I 
dx a 


49. Tant que l’on recherche les lois qui relient entre eux des phé- 
nomènes variant suivant un même mode de continuité, soit par diffé- 
rence, soit par quotience, il y aura donc lieu d'appliquer le Caleul 
différentiel ou le Calcul quotientiel. 

Mais l’uniformité dans le mode de continuité n’a pas toujours lieu; 
le contraire arrive même souvent dans l’étude des phénomènes phy- 
siques. Bien que l’on puisse étudier la pression en fonction de l’élasti- 
cité, la chaleur en fonction dela pression, etc., c'est-à-dire considérer des 
phénomènes variant naturellement par quotience, on à souvent aussi 


y 

à tenir compile du temps. Or le mode de continuité naturel à la 
notion du temps est le mode différentiel. Si donc, pour avoir une re- 
présentation concrète satisfaisante de l’élément infinitésimal, nous 
considérons l’élément quotientiel pour le phénomène physique, il fau- 
dra, d’un autre côté, continuer à employer l’élément différentiel pour 
le temps. Le Calcul quotientiel mixte, défini plus haut, trouvera alors 
naturellement son application. Nous allons en donner un exemple à 
l'égard de la loi du refroidissement dans le vide. 


50. Newton, guidé par des idées théoriques, avait supposé que cette 
loi était représentée par la fonction y = ae-”*. Elle revient à dire que 
la vitesse du refroidissement est proportionnelle à l'excès de la tem- 
pérature. Cette loi ne se vérifie pas lorsqu'on prend le nombre de de- 
grés d’un thermomètre comme mesure de la chaleur. Considérons-la 
néanmoins comme une représentation hypothétique qui lie la chaleur, 
quel que soit son mode de mesure thermométrique avec le temps. 
Puisque la continuité différentielle ne s'applique pas naturellement à 
la chaleur, supposons que la continuité quotientielle lui convienne. 


L'élément infinitésimal représentera le rapport de la variation de la 


température à la valeur de cette température. Le rapport de cet élé- 
ment à l’élément différentiel du tempssera la vitesse du refroidissement, 
telle qu'il parait naturel de la définir d’après le mode de variation de la 
chaleur. C’est le rapport de la vitesse absolue du refroidissement à la va- 
leur de la température. C’est ce qu’on pourrait appeler « vitesse relative » 
si cette expression n’avait pas déjà une signification bien connue. Nous 
proposerons de l’appeler « vitesse rapportée », en sous-entendant « à 
la valeur de la fonction », ou simplement « vitesse quotientielle ». 
D’après la formule hypothétique y = ae7”", cette vitesse quotientielle, 
qui n’est autre chose que le logarithme de la quotientiée mixte, est 
constante. Bien que la loi du refroidissement supposée par Newton fût 
d’une expression très-simple, puisqu'elle est celle de la proportionna- 
lité à la température, on reconnaitra que la loi de constance présente 
un degré de simplicité de plus. Ce qu'il convient de conclure de l’ap- 
plication hypothétique précédente, c’est la possibilité des simplifica- 
tions par l’emploi des nouveaux calculs, et en même temps celle de 
la représentation concrète de l'expression quotientielle /gy. 
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51. Après avoir supposé une loi préliminaire servant, dans des limites 
restreintes, à calculer la vitesse du refroidissement, Dulong et Petit 
sont arrivés à trouver l’expression de cette vitesse, qui se trouve repré- 
sentée, lorsque le refroidissement a lieu dans le vide, par la formule 


(1) V—=maæ(a—1) 


dans laquelle #2 et a sont des constantes, + la température de l’enceinte 
maintenue constante, et © l’excès de la température du corps qui se 
refroidit sur la température de l'enceinte. 

Les températures sont mesurées sur le thermomètre à air; mais il est 
permis de supposer que la continuité quotientielle convient naturelle- 
ment à la chaleur, et ne peut-on pas se demander si, pour étudier les 
variations de la chaleur en fonction du temps, il n’est pas préférable 
de la mesurer par un de ses effets variant en progression géométrique, 
lorsqu'on considère que, dans le thermomètre ordinaire, la dilatation 
varie en progression arithmétique? Pour cela, nous n'avons qu’à sup- 
poser un thermomètre dont la graduation sera telle que l'expression 
numérique des nouvelles températures sera une exponentielle du 
nombre des degrés ordinaires comptés à partir d'un point à déterminer 
convenablement. Même en dehors de toute considération a priori, rien 
n'empêche de choisir un pareil thermomètre pour mesurer la tempé- 
rature. Les nouveaux degrés seront liés aux anciens par la relation 
y = a, le nombre a ayant la même valeur que dans la formule de 
Dulong. 

Soit y. la nouvelle température correspondant à +, d’où 


Yr = A 
Soit 7.49 la nouvelle température correspondant à r + 9, d’où 
Yet — art. 
Par suite, l'expression (1) peut se transformer ainsi 
V= me (ad —1) = m{y:x0 — Jr). 


Voyons maintenant ce que deviendra l'expression de la vitesse d’après 
le nouveau système de graduation. 
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De y = a, on tire, si æ représente le temps, 


f dr 
= la a — , 
dx dx J'Ax° 
par conséquent 


HONTE VEUT ÉRÉTUE D 


== Ja Qu: 


dx dx la dx la dx 

Ce résultat est digne de remarque, parce qu’il nous donne une repré- 
sentation physique immédiate de l'élément infinitésimal /gy, puisque 
ce n’est autre chose, à un facteur près, que la différentielle de la tem- 
pérature Ÿ comptée sur un thermomètre ordinaire. On y trouve égale- 
ment une confirmation de lutilité de la définition de la vitesse quo- 
uentielle. 

Eu se servant du nouveau thermomètre, on peut donc dire que la: 
vitesse quotientielle du refroidissement est proportionnelle à l’excès 
de la température. Nous arrivons done, par l'application convenable des 
divers modes de continuité, à une expression simple pour la loi du re- 
froidissement, et cette expression est précisément celle de la loi de 
Newton qu’il convient de modifier seulement dans l'interprétation. 

On sait que Dulong et Petit ont trouvé pour le nombre a la même 
valeur, quelles que soient la température de l'enceinte et la nature de 
la surface refroidissante ; c’est, en effet, ce qui est nécessaire pour per- 
mettre de faire la transformation de la loi. 


52. Les exemples précédents, s'appuyant sur des lois déjà établies, 
ne peuvent être considérés comme une application des nouveaux cal- 
culs. Ils n’ont été donnés que pour montrer la possibilité de la repré- 
sentation concrète des nouveaux éléments infinitésimaux, et encore 
faut-il ajouter qu’ils se bornent aux éléments du premier ordre. Il 
serait bien à désirer que l’on püût trouver une signification pour ceux 
du second. 


53. Dans les calculs mixtes, 1l n’a pas été question des fonctions à 
plusieurs variables indépendantes. Il y aurait lieu, cependant, d’entrer 
dans des développements à cet égard, puisque, chaque variable pouvant 
varier suivant un mode de continuité différent, il en résultera un calcul 
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mixte pour chaque combinaison possible. Convient-il, par exemple, 
lorsqu'on étudie les lois de la distribution de la chaleur dans les corps, 
d'avoir recours à un caleul mixte dans lequel la chaleur varierait sui- 
vant le mode quotientiel d’une part, et les coordonnées géométriques 
et le temps d’autre part, suivant le mode différentiel? Avant de ré- 
pondre à cette question, il faut attendre que l’on sache s’il y a vrai- 
ment utilité à employer les nouveaux calculs dans des cas moins 
compliqués. 


54. Donnons comme appendice à ce Mémoire la définition du caleul 
aux quotiences finies. 

Nous adopterons la lettre À pour désigner la quotience. 

Posons 


(1) HN - Nu RSS ER 24 "NTI 
u U; Un: 
AS NuMoUr Au; l,, À HP UE 
(a) A TUE Au, — À RP APE Aur ce 
En appliquant ces notations, on aura 
u,v0\__ Au.Av 
(3) A(#e)= AE 
d’où 
(4) At) Mu, 
n n(n—1) n(r—1)(nr—2) 
(5) m=Uu (AL) (Au) ÉMOTION EE 
ou, en prenant le logarithme, 
log u, — log u + = log A u + store log A? u. 


Ce développement peut s’écrire sous la forme symbolique 
(6) logu, —logx<{(1+A)u; | 


log et w doivent être considérés comme des facteurs multipliant, dans 
l'ordre où ils sont placés, les divers termes du développement de 
(1+ A). 


(31). 
De même, nous exprimerons la quotience d’un ordre quelconque en 
fonction des termes w, u,, Us, .… 


n(n—1) 


(7) log Au — log u, — = 10g uni + 108 Un —.…, 


qu’on peut mettre sous la forme symbolique 
log Au — log X<(u—:1}", 


log devant être considéré comme un facteur multipliant la lettre w dont 
les exposants seront changés en indices. 


FIN. 
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BERTHELOT ! Marcellin ), Professeur de Chimie organiqie à l'Ecole de 
Pharmacie et chargé de cours au Collége de France. — Leçons sur les 
Méthodes générales de Synthèse en Chimie organique (Cours du 
Coheve de France) nr 64 ER ere rte et ame 8 fr. 

BERTHELOT (M.), Professeur au Collége de France. — Sur la Force de la 
poudre et des matières explosives. In-18 jésus; 1872.... 3 fr. 50 c. 

BOUSSINGAULT, Membre de l'Institut. — Agronomie, Chimie agricole 
et Physiologie. 2° édition. Tomes I, I, IL, IV et V; in-8, avec planches 


sur cuivre et figures dans le texte; 1860-1861-1864-1868-1874. 26 fr. 
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(Le tome VI est sous presse.) 
CAHOURS (Auguste), Membre de l’Académie des Sciences. — Traité de 
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8 planches; 1874. (Autorisé par décision ministérielle.)... 10 fr. 
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nique. 3° édition. 3 volumes in-18 jésus, avec fig.; 1874-1875. 15 fr. 
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INSTITUT DE FRANCE. — Recueil de Mémoires, Rapports et Docu- 
ments relatifs à l'observation du passage de Vénus sur le Soleil. 
In-4°, avec 6 planches, dont 3 en chromolithographie; 1874. 12 fr. 50 c. 


INSTITUT DE FRANCE. — Mémoires relatifs à la nouvelle maladie de la 
vigne, présentés par divers savants. 

I. — DUCLAUX, Professeur de Physique à la Faculté des Sciences de Lyon, 
délégué de l’Académie. — Études sur la nouvelle Maladie de ia Vigne 
dans le sud-est de la France. In-4, avec 8 planches représentant, teintes 
en rouge, les portions du territoire où le Phylloxera a été reconnu à la fin 
de chacune des années 1865 à 1872; — 1874 DAT DONC! 

II.— CORNU (Maxime), aide-naturaliste au Muséum d'Histoire naturelle, 
délégué de l’Académie. — Études sur la nouvelle Maladie de la Vigne. 
In-4, avec 3 planches en couleur, gravées sur acier, représentant les galles 
produites par le Phylloxera sur les feuilles des vignes américaines, les al- 
térations des racines par le Phylloxera et des coupes de racines en un point 
sain et sur un renflement; 1874 2 fr. 50 c. 

HI, — FAUCON (Louis). — Mémoire sur la Maladie de la Vigneetsur son 
traitement par le procédé de la submersion. In-4; 1874. 2 fr. 50 c. 
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V. — DUMAS, Secrétaire perpétuel de l’Académie des Sciences. — Mémoire sur 
les moyens de combattre l'invasion du Phylloxera. In-4; 1874. x fr. 
VI. — BOULEY, Membre de l'Institut. — Rapport sur les mesures admi- 
nistratives à prendre pour préserver les territoires menacés par le 
PhYUOxOra In AS LOTS an eee user dam: Me FSC. 
VII. — DUMAS, Secrétaire perpétuel de l’Académie des Sciences. — Com- 
munication relative à la destruction äu Phylloxera; suivie de : Nou- 
velles expériences effectuées avec les sulfocarbonates alcalins ; ma- 
nières de les employer, par M. Mouicrererr, délégué de l’Académie ; 
et de Recherches sur l'action du coaltar dans le traitement des 
vignes phylloxérées, par M. BazBrani, délégué de l’Académie. In-4; 
1874 EE 
VII. — DUMAS, Secrétaire perpétuel de l’Académie des Sciences. — Rap- 
port sur les études relatives au Phylloxera, présentées à l'Académie 
des Sciences par MM. Ducraux, Max. Connu et L. Faucon. In-4; 1874. 975c. 
IX. — DUCLAUX, Professeur à la Faculté des Sciences de Lyon. — Etudes 
sur la nouvelle maladie de la Vigne dans le sud-est de la France. 
In-4, avec une planche représentant, coloriés en rouge, les pays vigno- 
bles atteints par le Phylloxera en 1873.........,.,..,..,...., TAC: 
X. — COMMISSION DU PHYLLOXERA (Séance du 3 décembre 1874). 
Observations faites par MM. Bazpranr, Connu, GrRARD, MOUILLEFERT. — 
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Analyses chimiques des diverses parties de la vigne saine et de la vigne 
phylloxécée, par M. Bourin.— Sur les vignes américaines qui résistent au 
Phylloxera, par M. Mizcarper. — Vins faits avec les cépages améri 
cains, par M. Pasreur. — Traitement par le goudron de houille, pat 
M. Rommier. — Sulfocarbonates, par M. Dumas. In-4; 1895... 2 fn 
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Exposé des expériences faites à Cognac et des résultats obtenus pa 
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XII. — DUMAS, Secrétaire perpétuel de l’Académie des Sciences. — Not 
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XIII. — DUCLAUX, Professeur à la Faculté des Sciences de Lyon. — Etude 
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XV. — DUMAS, Secrétaire perpétuel de l’Académie des Sciences, et Max 
CORNU. — Instruction pratique sur les moyens à employer pourcom- 
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XVI. — MILLARDET, Délégué de l’Académie. — Études sur les vignei 
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